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1 一元函数 wjl

1 一元函数
1.1 函数极限与连续

1. 等价无穷小：
(1 + x)

1
x − 1 ∼ −e

2
x(x → 0+), 1− cosα x ∼ α

2
x2(x → 0), ln(x+

√
1 + x2) ∼ x(x → 0).

sinx = x− 1

6
x3+o(x3), tanx = x+

1

3
x3+o(x3), arcsinx = x+

1

6
x3+o(x3), arctanx = x− 1

3
x3+o(x3).

2. 变上限积分：当 x → 0时，f(x) ∼ axm, g(x) ∼ bxn, ab ̸= 0，m,n为正整数，则 F (x)是 x的 n(m+ 1)阶
无穷小：F (x) =

´ g(x)

0
f(t)dt ∼

´ bxn

0
atmdt ∼ Cxn(m+1).

lim
n→∞

[
n

n∑
k=1

ln(1 +
k

n2
)− 1

2
(n+ 1)

]
= lim

n→∞

{
n

n∑
k=1

[
k

n2
− k2

2n4
+ o

(
k2

n4

)]
− 1

2
(n+ 1)

}

= −1

2
lim
n→∞

n
n∑

k=1

k2

n4
+ lim

n→∞
n2o

(
1

n2

)
= −1

2
lim
n→∞

n
n∑

k=1

k2

n4
= −1

2
lim
n→∞

1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)

n3
= −1

6
.

1.2 一元函数微分学

1. 反函数的导数：dx

dy
=

1

dy

dx

, x
′
=

1

y′ ,
d2x

dy2
=

d
(

dx
dy

)
dy

=

d

(
1
dy
dx

)
dx

dx

dy
= −

d2y

dx2(
dy

dx

)3 , x
′′
= − y

′′

(y′)3
.

2. 曲率和曲率半径：曲率 k =
|y′′ |

[1 + (y′)2]
3
2

，曲率半径 R =
1

k
.

1.3 一元函数积分学
1. 反常积分：2010-03, 2016-01

比较判别法：´ 1

0

1

xp
dx

0 < p < 1, 收敛,

p ⩾ 1, 发散.

´ +∞
1

1

xp
dx

p > 1, 收敛,

p ⩽ 1, 发散.

1）设函数 f(x), g(x)在区间 [a,+∞)上连续，且 0 ⩽ f(x) ⩽ g(x), a ⩽ x ⩽ +∞，则
当 ´ +∞

a
g(x)dx收敛时，´ +∞

a
f(x)dx收敛；当 ´ +∞

a
f(x)dx发散时，´ +∞

a
g(x)dx发散。

2）设函数 f(x), g(x)在区间 [a,+∞)上连续，且 f(x) ⩾ 0, g(x) ⩾ 0, lim
x→∞

f(x)

g(x)
= λ(有限或∞)，则

a. 当 λ ̸= 0时，´ +∞
a

f(x)dx与 ´ +∞
a

g(x)dx有相同的敛散性；
b. 当 λ = 0时，若 ´ +∞

a
g(x)dx收敛，则 ´ +∞

a
f(x)dx也收敛；

c. 当 λ = ∞时，若 ´ +∞
a

g(x)dx发散，则 ´ +∞
a

f(x)dx也发散。
2. 常用公式：
1）区间再现公式：ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ b

a

f(a+ b− x)dx,

ˆ b

a

f(x)dx =
1

2

ˆ b

a

[f(x) + f(a+ b− x)] dx.

2）华里士公式：
ˆ π

2

0

sinn xdx =

ˆ π
2

0

cosn xdx =


n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · · · 2

3
· 1, n为大于1的奇数,

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · · · 1

2
· π
2
, n为正偶数.

3）对数-三角公式：

ˆ
eax sin bxdx =

∣∣∣∣∣(eax)
′

(sin bx)′

eax sin bx

∣∣∣∣∣
a2 + b2

+ C,

ˆ
eax cos bxdx =

∣∣∣∣∣(eax)
′

(cos bx)′

eax cos bx

∣∣∣∣∣
a2 + b2

+ C.
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1 一元函数 wjl 1.4 中值定理

3. 极坐标表示的曲线在直角坐标系下的切线和法线：

24超越 4-12曲线 r = 1 + cos θ在点 θ =
2π

3
处的法线方程：y =

√
3

4
.

x
∣∣
θ=

2π
3

= r cos θ = (1 + cos θ) cos θ
∣∣
θ=

2π
3

= −1

4
,

y
∣∣
θ=

2π
3

= r sin θ = (1 + cos θ) sin θ
∣∣
θ=

2π
3

=

√
3

4
.

则 dx

dy

∣∣
θ=

2π
3

=
dx/dθ

dy/dθ

∣∣
θ=

2π
3

= 0 ⇒ y =

√
3

4
.

4. 旋转体体积：
1）平面曲线绕定直线旋转：设平面曲线 L : y = f(x), a ⩽ x ⩽ b，且 f(x)可导，定直线 L0 : Ax+By+C = 0，

且过 L0的任一条垂线与 L至多有 1个交点，则 L绕 L0旋转一周所得旋转体体积为：
V =

π

(A2 +B2)
3
2

ˆ b

a

[Ax+By + C]2|Af
′
(x)−B|dx.

2）平面曲边梯形绕 x轴旋转：V = π
´ b

a
f2(x)dx，绕 y轴旋转：V = 2π

´ b

a
x|f(x)|dx.

3）平面图形 D = {(r, θ)|0 ⩽ r ⩽ r(θ), θ ∈ [α, β] ∈ [0, π]}绕极轴旋转：
V =

2π

3

ˆ β

α

r3(θ) sin θdθ.

6. 旋转曲面的面积（侧面积）：
S = 2π

ˆ b

a

|y(x)|
√

1 + [y′(x)]2dx. S = 2π

ˆ β

α

|y(t)|
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

1.4 中值定理
1. 泰勒公式：

f(x) = f(x0) + f
′
(x0)(x− x0) +

1

2!
f

′′
(ξ)(x− x0)

2.

2. 乘积求导公式 (uv)
′
= u

′
v+uv

′ 的逆用：[f2(x)]
′

= 2f(x) ·f ′
(x),

[
f(x) · f ′

(x)
]′
=
[
f

′
(x)
]2
+f(x)f

′′
(x).[

f(x)eφ(x)
]′
= f

′
(x)eφ(x) + f(x)eφ(x) · φ′

(x) =
[
f

′
(x) + f(x)φ

′
(x)
]
eφ(x).

3. 商的求导公式
(u
v

)′

=
u

′
v − uv

′

v2
的逆用：

[
f(x)

x

]′

=
f

′
(x)x− f(x)

x2
,

[
f

′
(x)

f(x)

]′

=
f

′′
(x)f(x)− [f

′
(x)]2

f2(x)
.

[ln f(x)]
′
=

f
′
(x)

f(x)
, [ln f(x)]

′′
=

[
f

′
(x)

f(x)

]′

=
f

′′
(x)f(x)−

[
f

′
(x)
]2

f2(x)
.

4. 中值定理和不等式：
1）积分中值定理：设 f(x)在 [a, b]上连续，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得 ´ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a).

2）柯西积分不等式：
(´ b

a
f(x)g(x)dx

)2
⩽
´ b

a
f2(x)dx

´ b

a
g2(x)dx.

曲线 x3 + y3 = 3axy(a > 0)的渐近线：
设 lim

x→∞

y

x
= k, lim

x→∞
(y − kx) = b，等式变形为 1 + (

y

x
)3 =

3a

x
· y
x
，两边取极限，得 k = −1.

则 b = lim
x→∞

(y+x)，又 x3+y3 = (x+y)(x2−xy+y2)，等式变形为 x+y =
3axy

x2 − xy + y2
=

3a
y

x

1− y

x
+ (

y

x
)2
，

两边取极限，得 b = −a，即渐近线为 y = −x− a.
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2 多元函数 wjl

2 多元函数
2.1 多元函数微分学

1. 全微分：函数在 z = f(x, y)点 (x0, y0)处可微等价于
lim

(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)− f(x0, y0)− f
′

x(x0, y0)(x− x0)− f
′

y(x0, y0)(y − y0)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0

2. 偏导数连续的判断：判断函数 z = f(x, y)在特殊点 (x0, y0)处的偏导数是否连续：
1）用定义法求 f

′

x(x0, y0), f
′

y(x0, y0)，用公式法求 f
′

x(x, y), f
′

y(x, y).

2）计算 lim
x→x0
y→y0

f
′

x(x, y), lim
x→x0
y→y0

f
′

y(x, y)，看 lim
x→x0
y→y0

f
′

x(x, y) = f
′

x(x0, y0), lim
x→x0
y→y0

f
′

y(x, y) = f
′

y(x0, y0)是否成立，若成
立，则 z = f(x, y)在点 (x0, y0)处的偏导数是连续的.

3. 隐函数求导：设
F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0,
当满足 ∂(F,G)

∂(y, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂F

∂y

∂F

∂z
∂G

∂y

∂G

∂z

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0时，可确定
y = y(x),

z = z(x),
且有

dy

dx
= −

∂(F,G)

∂(x, z)

∂(F,G)

∂(y, z)

,
dz

dx
= −

∂(F,G)

∂(y, x)

∂(F,G)

∂(y, z)

,

4. 二元函数的二阶泰勒公式：f(x, y)在点 (x0, y0)处的二阶泰勒公式为：其中 ρ2 = (x− x0)
2 + (y − y0)

2.

f(x, y) = f(x0, y0) + (x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
)f(x0, y0) +

1

2!
(x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
)2f(x0, y0) + o(ρ2).

2.2 空间解析几何
1. 空间曲线的切线与法平面：

曲线：
F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0.
当 ∂(F,G)

∂(y, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂F

∂y

∂F

∂z
∂G

∂y

∂G

∂z

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0时，取 τ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

F
′

x F
′

y F
′

z

G
′

x G
′

y G
′

z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (A,B,C).

切线方程：x− x0

A
+

y − y0
B

+
z − z0
C

= 0.法平面方程：A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

2. 旋转曲面：曲线 Γ :

F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
绕直线 L :

x− x0

m
=

y − y0
n

=
z − z0

p
旋转一周形成的一个旋转曲面：

设M0(x0, y0, z0)，方向向量 s = (m,n, p)。在母线 Γ上任取一点M1(x1, y1, z1)，则过M1 的维圆上的任意一点
P (x, y, z)满足条件 −−−→

M1P ⊥ s, |
−−−→
M0P | = |

−−−−→
M0M1|，即

联立


m(x− x1) + n(y − y1) + p(z − z1) = 0,

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = (x1 − x0)

2 + (y1 − y0)
2 + (z1 − z0)

2,

F (x1, y1, z1) = 0, G(x1, y1, z1) = 0.

即得旋转曲面的方程。

3. 场论：
1）方向导数：设三元函数 u = u(x, y, z)在点 P0(x0, y0, z0)的某空间邻域 U ⊂ R3内有定义，l为从点 P0出

发的射线，P (x, y, z)为 l上且在 U 内的任一点，以 t =
√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2表示 P 与 P0之间的距离.

若极限 lim
t→0+

u(P )− u(P0)

t
= lim

t→0+

u(x0 + t cosα, y0 + t cosβ, z0 + t cos γ)− u(x0, y0, z0)

t
存在，则称此极限

为函数 u = u(x, y, z)在点 P0(x0, y0, z0)处沿方向 l的方向导数。
计算：∂u

∂l

∣∣∣∣
P0

= u
′

x(P0) cosα+ u
′

y(P0) cosβ + u
′

z(P0) cos γ，其中 cosα, cosβ, cos γ 为方向 l的方向余弦。
2）梯度：gradu

∣∣
P0

= (u
′

x(P0), u
′

y(P0), u
′

z(P0))，函数在某点处的梯度是一个向量，它的方向与取得最大方向
导数的方向一致，它的模为方向导数最大值。|gradu| =

√
(u′

x)
2 + (u′

y)
2 + (u′

z)
2.
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2 多元函数 wjl 2.3 多元函数积分学

3）散度：divA =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
；旋度：rotA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
4. 双曲面：注意区分

单叶双曲面 x2 + y2 − z2 = 1 双叶双曲面 x2 − y2 − z2 = 1

2.3 多元函数积分学

换元法：取


x = x(u, v, ω),

y = y(u, v, ω),

z = z(u, v, ω).

其中 ∂(x, y, z)

∂(u, v, ω)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v

∂x

∂ω
∂y

∂u

∂y

∂v

∂y

∂ω
∂z

∂u

∂z

∂v

∂z

∂ω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0，则

˚

Ωxyz

f(x, y, z)dxdydz =

˚

Ωuvω

f [x(u, v, ω), y(u, v, ω), z(u, v, ω)]

∣∣∣∣ ∂(x, y, z)∂(u, v, ω)

∣∣∣∣ dudvdω.
1. 第一型曲线积分：边界方程可带入被积函数

1）空间情形：空间曲线 L由参数式给出


x = x(t),

y = y(t),

z = z(t).

(α ⩽ t ⩽ β)则 ds =

√
[x′(t)]

2
+ [y′(t)]

2
+ [z′(t)]

2
dt，且

ˆ
Γ

f(x, y, z)ds =

ˆ β

α

f [x(t), y(t), z(t)]

√
[x′(t)]

2
+ [y′(t)]

2
+ [z′(t)]

2
dt

2）平面情形：
a. 平面曲线 L由 y = y(x)(a ⩽ x ⩽ b)给出，则 ds =

√
1 + [y′(x)]2dx，且ˆ

L

f(x, y)ds =

ˆ b

a

f [x, y(x)]

√
1 + [y′(x)]

2
dx.

b. 平面曲线 L由参数式
x = x(t),

y = y(t).
(α ⩽ t ⩽ β)给出，则 ds =

√
[x′(t)]

2
+ [y′(t)]

2
dt，且

ˆ
L

f(x, y)ds =

ˆ β

α

f [x(t), y(t)]

√
[x′(t)]

2
+ [y′(t)]

2
dt.

c. 平面曲线由极坐标形式 r = r(θ)(α ⩽ θ ⩽ β)给出，则 ds =

√
[r(θ)]

2
+ [r′(θ)]

2
dθ，且ˆ

L

f(x, y)ds =

ˆ β

α

f (r(θ) cos θ, r(θ) sin θ)
√

[r(θ)]
2
+ [r′(θ)]

2
dθ.

2018-12设 L为球面 x2 + y2 + z2 = 1与平面 x+ y + z = 0的交线，则 ¸
L
xyds = −π

3
.

¸
L
=

1

6

¸
L
[(x+ y + z)2 − (x2 + y2 + z2)]ds.
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2 多元函数 wjl 2.3 多元函数积分学

24超越 3-2曲线 L : x2 + y2 = −2y，则曲线积分 ¸
L

√
x2 + y2ds = 8.

24李林 6-2-14曲线 L :

x2 + y2 + z2 = 1,

y + z = 0.
则 I =

´
L
(x2 + 2y + 2z)ds =

´
L
x2ds = π.

注意轮换对称性条件

2. 第一型曲面积分：边界方程可带入被积函数
1）一投：将曲面 Σ投影到某一平面（如 xOy面）上⇒投影区域为 D（如 Dxy）；
2）二代：将 z = z(x, y)或 F (x, y, z) = 0代入 f(x, y, z)；
3）三计算：计算 z

′

x, z
′

y，得 dS =
√

1 + (z′
x)

2 + (z′
y)

2dxdy，得到¨

Σ

f(x, y, z)dS =

¨

Dxy

f [x, y, z(x, y)]
√
1 + (z′

x)
2 + (z′

y)
2dxdy.

3. 第二型曲线积分：

1）化为定积分：平面有向曲线 L由参数方程
x = x(t),

y = y(t).
(t : α → β)给出，则

ˆ
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

ˆ β

α

{Px
′
(t) +Qy

′
(t)}dt.

2）格林公式：设平面有界闭区域 D由分段光滑曲线 L围成，则˛
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dσ

a. 曲线封闭且无奇点在内部，直接用公式；
b. 曲线封闭但有奇点在内部，且除奇点外 ∂Q

∂x
≡ ∂P

∂y
，则换路径；

c. 非封闭曲线且 ∂Q

∂x
≡ ∂P

∂y
，则换路径；

d. 非封闭曲线且 ∂Q

∂x
̸= ∂P

∂y
，可补线使其封闭。

24张八-1-4被积函数为积分区域正向边界时值最大。
积分区域不是单连通区域时，∂Q

∂x
=

∂P

∂y
⇏
´
L
Pdx+Qdy与路径无关。

3）两类曲线积分的关系：其中 (cosα, sinβ)为 L上点 (x, y)处与 L同向的单位切向量：ˆ
L

Pdx+Qdy =

ˆ
L

(P cosα+Q sinβ)ds.

4）空间问题：

a. 直接计算：设 Γ :


x = x(t),

y = y(t),

z = z(t).

t : α → β,则有 ´
Γ
Pdx+Qdy +Rdz =

´ β

α

[
Px

′
(t) +Qy

′
(t) +Rz

′
(t)
]
dt.

b. 斯托克斯公式：设 Ω为某空间区域，Σ为 Ω内的分片光滑有向曲面片，Γ为逐段光滑的 Σ的边界，则有
˛
Γ

Pdx+Qdy +Rdz =

¨

Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxxdy
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ （第二型曲面积分形式）
若 rotF = 0，可换路径。
4. 第二型曲面积分：
1）化为二重积分：拆成三个积分
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2 多元函数 wjl 2.3 多元函数积分学

2）转换投影法：若 Σ投影到 xOy平面上不是一条线，并且 Σ上任意两点到 xOy平面上的投影不重合，则
可将 Σ投影到 xOy平面，设投影域为 Dxy，曲面方程写成 z = z(x, y)的形式，则有¨

Σ

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

¨

Dxy

[
P

(
−∂z

∂x

)
+Q

(
−∂z

∂y

)
+R

]
dxdy.

¨

Σ

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

¨

Dxz

[
P

(
−∂y

∂x

)
+Q+R

(
−∂y

∂z

)]
dzdx.

¨

Σ

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

¨

Dyz

[
P +Q

(
−∂x

∂y

)
+R

(
−∂x

∂z

)]
dydz.

3）高斯公式：设空间有界闭区域 Ω由分段光滑曲面 Σ围成，则"

Σ

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

˚

Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dυ.

a. 封闭曲面且内部无奇点，直接用公式；
b. 封闭曲面，有奇点在内部，且除奇点外 divF = 0，换个面积分；
c. 非封闭曲面，且 divF = 0，换个面积分；
d. 非封闭曲面，且 divF ̸= 0，补面使其封闭。
4）两类曲面积分的关系：其中 (cosα, cosβ, cos γ)为 Σ在点 (x, y, z)处与 Σ同侧的单位法向量。¨

Σ

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

¨

Σ

(P cosα+Q cosβ +R cos γ) dS.

5. 应用：
1）弧长：l =

´
L
ds =

´ b

a

√
1 + (y′

x)
2dx.

2）曲面面积：S =
˜
Σ

dS =
˜
Dxy

√
1 + (z′

x)
2 + (z′

y)
2dxdy.

3）曲顶柱体体积：V =
˜
Dxy

|z(x, y)|dσ.

4）转动惯量：空间物体 Ω，对 x轴、原点 O的转动惯量：
Ix =

˚

Ω

(y2 + z2)ρ(x, y, z)dυ, IO =

˚

Ω

(x2 + y2 + z2)ρ(x, y, z)dυ.
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3 微分方程 wjl

3 微分方程
3.1 一阶微分方程

1. y′
+ p(x)y = q(x)，则 y = e−

´
p(x)dx

[ˆ
e
´
p(x)dx · q(x)dx+ C

]
.

2. 伯努利方程：y
′
+ p(x)y = q(x)yn，令 z = y1−n，得 dz

dx
= (1− n)y−n dy

dx
，则 1

n− 1

dz

dx
+ p(x)z = q(x).

3.2 二阶可降阶的微分方程
1. y′′

= f(x, y
′
)：令 y

′
= p, y

′′
= p

′，则 dp

dx
= f(x, p).

2. y′′
= f(y, y

′
)：令 y

′
= p, y

′′
=

dp

dx
=

dp

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· p，则 p

dp

dy
= f(y, p).

3.3 高阶常系数线性微分方程
1. y′′

+ py
′
+ qy = f(x)特解

微分算子：y∗ =
1

F (D)
f(x)

1） 1

F (D)
eαx：

若 F (D)
∣∣
D=α

̸= 0，有 y∗ =
1

F (D)
eαx =

1

F (D)
∣∣
D=α

eαx.

若 F (D)
∣∣
D=α

= 0，而 F
′
(D)

∣∣
D=α

̸= 0，有 y∗ =
1

F (D)
eαx = x

1

F ′(D)
∣∣
D=α

eαx.

若 F (D)
∣∣
D=α

= F
′
(D)

∣∣
D=α

= 0，而 F
′′
(D)

∣∣
D=α

̸= 0，有 y∗ =
1

F (D)
eαx = x2 1

F ′′(D)
∣∣
D=α

eαx.

2） 1

F (D2)
cosβx或 1

F (D2)
cosβx：

若 F (D2)
∣∣
D=βi

̸= 0，有 y∗ =
1

F (D2)
cosβx =

1

F (D2)
∣∣
D=βi

cosβx.

若 F (D2)
∣∣
D=βi

= 0，有 y∗ =
1

F (D2)
cosβx = x

1

[F (D2)]′
cosβx.

3） 1

F (D)
(xk + a1x

k−1 + · · ·+ ak−1x+ ak)：y∗ = Qk(D)(xk + a1x
k−1 + · · ·+ ak−1x+ ak).

4） 1

F (D)
eαxυ(x)：y∗ =

1

F (D)
eαxυ(x) = eαx

1

F (D + α)
υ(x).

2. 欧拉方程：x2y
′′
+ pxy

′
+ qy = f(x), x < 0时，令 x = −et.

x > 0时，令 x = et，则 dt

dx
=

1

x
，dy

dx
=

1

x

dy

dt
,

d2y

dx2
= − 1

x2

dy

dt
+

1

x2

d2y

dt2
即 d2y

dt2
+ (p− 1)

dy

dt
+ qy = f(et).

3.4 n阶常系数齐次线性微分方程的解
1. λ为单实根，Ceλx.
2. λ为重实根，(C1 + C2x+ C3x

2 + · · ·+ Ckx
k−1)eλx.

3. λ为单复根 α+ βi，eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx).
4. λ为二重复根 α+ βi，eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx+ C3x cosβx+ C4x sinβx).

24李林 6-2-17 dy

dx
= ±

√
y2 − 1

2
⇒ d2y

dx2
= ±1

2
· y√

y2 − 4
· dy
dx

=
y

4
⇒ y = C1e

1
2 + C2e

− 1
2 .
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4 无穷级数 wjl

4 无穷级数
4.1 判敛法

1. 比较判别法：p级数
∞∑

n=1

1

np

收敛, p > 1,

发散, p ⩽ 1.
广义 p级数

∞∑
n=2

1

n(lnn)p

收敛, p > 1,

发散, p ⩽ 1.

2. 常用结论：设
∞∑

n=1

un收敛，则



∞∑
n=1

(u2n−1 + u2n)收敛,

∞∑
n=1

(u2n−1 − u2n)不定.



∞∑
n=1

(un + un+1)收敛,

∞∑
n=1

(un − un+1)收敛.

2023-04已知 an < bn(n = 1, 2, . . . )，若级数
∞∑

n=1

an与
∞∑

n=1

bn均收敛，则“
∞∑

n=1

an绝对收敛”是“
∞∑

n=1

bn绝

对收敛”的充要条件。由题意
∞∑

n=1

(bn − an)为正项级数且绝对收敛，由三角不等式得
|bn| = |bn − an + an| ⩽ |bn − an|+ |an|, |an| = |an − bn + bn| ⩽ |bn − an|+ |bn|，即为充要条件。

4.2 幂级数
1. 收敛域：比值法和根值法只是计算幂级数收敛半径的充分条件，而不是必要条件。

记
∞∑

n=1

anx
n的收敛半径为R，

∞∑
n=1

a2nx
2n的收敛半径为R1，则R1 ⩾ R. 若

∞∑
n=1

a2nr
2n发散，则 |r| ⩾ R1 ⩾ R.

2. 和函数：直接套公式、先积后导或先导后积；用所给微分方程求和、建立微分方程求和。

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
, −1 < x ⩽ 1.

(arctanx)′ =
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n, −1 ⩽ x ⩽ 1.

sinx =
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, −∞ < x < +∞.

cosx =
∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, −∞ < x < +∞.

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, −∞ < x < +∞.

e−x =
∞∑

n=0

(−x)n

n!
, −∞ < x < +∞.

ex + e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
, −∞ < x < +∞.

ex − e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
, −∞ < x < +∞.

4.3 傅里叶级数
1. 周期为 2l的傅里叶级数：f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x
)
.

an =
1

l

ˆ l

−l

f(x) cos
nπ

l
xdx, (n = 0, 1, 2, · · · ), bn =

1

l

ˆ l

−l

f(x) sin
nπ

l
xdx, (n = 1, 2, 3, · · · ).

2. 狄利克雷收敛定理：S(x) =


f(x), x为连续点,

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
, x为间断点,

f(−l + 0) + f(l − 0)

2
, x = ±l.

3. 只在 [0, l]上有定义的函数的正弦级数和余弦级数展开：
1）正弦级数：f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
nπ

l
x, x ∈ [0, l], bn =

2

l

´ l

0
f(x) sin

nπ

l
xdx(n = 1, 2, 3, . . . ).

2）余弦级数：f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

an cos
nπ

l
x, x ∈ [0, l], an =

2

l

´ l

0
f(x) cos

nπ

l
xdx(n = 0, 1, 2, . . . ).
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5 线性代数 wjl

5 线性代数
5.1 行列式和矩阵

1. 代数余子式Aij = (−1)i+jM ij，行列式：|A| = ai1Ai1+ai2Ai2+ · · ·+ainAin =
n∑

j=1

aijAij(i = 1, 2, . . . , n).

2. 矩阵的初等变换：“左行右列”。

1. 设A是m× n矩阵，B是 n× s矩阵，E 是 n阶单位矩阵：
1）若 r(A) = n(列满秩)，则 r(AB) = r(B)；若 r(B) = n(行满秩)，则 r(AB) = r(A).

2）r(A) + r(B)− n ⩽ r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}.
2. 设A,B为同型矩阵，则 r(A+B) ⩽ r(A,B) ⩽ r(A) + r(B), r(A,B) = r(A [E,B]) = r(A).

3. 设A是 n(n > 2)阶方阵，则 r(A) = r(AT ) = r(ATA) = r(AAT )；若A可逆，则 (A∗)∗ = |A|n−2
A.

分块矩阵秩的常用结论：
1）r(A+B) ⩽ r(A,B) ⩽ r(A) + r(B), r(A+B) ⩽ r

[
A

B

]
⩽ r(A) + r(B).

2）当A可逆时，r

[
A O

C D

]
= r

[
A B

O D

]
= r(A) + r(D).

3）r

[
A O

O B

]
= r(A) + r(B), r

[
O A

B O

]
= r(A) + r(B).

4）r

[
A O

C D

]
⩾ r(A) + r(D), r

[
A B

O D

]
⩾ r(A) + r(D).

5.2 向量组
1. 等价向量组：r(α1,α2, . . . ,αs) = r(β1,β2, . . . ,βt) = r(α1,α2, . . . ,αs,β1,β2, . . . ,βt).

2. 基坐标：向量空间 V 中的任一向量 ξ都可由这个基唯一地线性表示：ξ = x1α1 + x2α2 + · · · + xrαr.称
有序数组 x1, x2, . . . , xr 为向量 ξ在基 α1,α2, . . . ,αr 下的坐标.

3. 过渡矩阵：设 V 的两个基 η1,η2, . . . ,ηn; ξ1, ξ2, . . . , ξn，若 [η1,η2, . . . ,ηn] = [ξ1, ξ2, . . . , ξn]C.称 C为由
基 ξ1, ξ2, . . . , ξn到基 η1,η2, . . . ,ηn的过渡矩阵.

24张八-2-7 n维向量组 A = (α1,α2, . . . ,αn, ), B = (β1,β2, . . . ,βn, )等价，则
r(A) = r(B) = r(A,B) ⇒ r(AT ) = r(BT ) = r

(
AT

BT

)
⇒ ATx = O,BTx = O,

(
AT

BT

)
x = O同解.

5.3 线性方程组

1. 公共解：齐次线性方程组Am×nx = O和Bm×nx = O的公共解即联立方程
[
A

B

]
x = O的解。

2. 同解方程组：两个方程组Ax = 0和Bx = 0有完全相同的解：r(A) = r(B) = r

[
A

B

]
（三秩相同较方便）。

Am×nx = b有解⇔ r(A) = r(A, b) ⇔ r(AT ) = r

[
AT

bT

]
⇔ATx = O与

[
AT

bT

]
x = O同解。

10

mailto:jl.wan@outlook.com


5 线性代数 wjl 5.4 特征值与特征向量

表 1: 线性方程组与空间平面、直线的关系
秩的情况 解的情况 位置关系

r(A) = 1, r(A|b) = 1 有无穷解 三平面重合

r(A) = 1, r(A|b) = 2 无解 三平面平行且三平面互异
两平面重合，第三个平面与之平行

r(A) = 2, r(A|b) = 2 有无穷解 两平面相交，第三个平面与其中一个平面重合
三平面互异，相交于一条直线

r(A) = 2, r(A|b) = 3 无解 两平面平行，第三个平面与这两个平面分别相交
三平面互不平行，两两相交

r(A) = 3, r(A|b) = 3 有唯一解 三平面相交于一点

相似矩阵：设A,B是 n阶矩阵，若A ∼ B，则AT ∼ BT ,A∗ ∼ B∗,A−1 ∼ B−1,Am ∼ Bm, f(A) ∼ f(B).
若A,B可逆，则AB ∼ BA.

5.4 特征值与特征向量
表 2: 特征值及其对应的特征向量

矩阵 A kA Ak f(A) A−1 A∗ P−1AP = B P−1f(A)P = B

特征值 λ kλ λk f(λ)
1

λ

|A|
λ

λ f(λ)

对应的特征向量 ξ ξ ξ ξ ξ ξ P−1ξ P−1ξ

1. 迹数：矩阵A的对角线元素之和，等于特征值总和。tr(A) =
n∑

i=1

λi.

2. 反对称矩阵：AT = −A(aij = −aji), r(A3×3) = 2.

5.5 二次型
1. n元二次型 f = xTAx正定⇔ ∀x ̸= 0,xTAx > 0⇔ A的特征值 λi > 0⇔ f 的正惯性指数 p = n

⇔ ∃D可逆，A = DTD ⇔ A与 E 合同⇔ A的各阶顺序主子式均大于 0.

2. 同阶方阵A,B合同的判定：
1）A,B合同⇔存在可逆矩阵 C，使得 CTAC = B.

2）实对称矩阵A,B的正负惯性指数相同。
3）同阶实对称矩阵相似必合同。

24张 4-2-07二次型 f(x1, x2, x3) = xTAx与 g(y1, y2, y3) = yTBy.

若存在可逆线性变换将 f 化为 g，则A,B合同；若不存在正交变换将 f 化为 g，则A,B不相似。

2012-13设 α为 3维列向量，E 为 3阶单位矩阵，则矩阵 E −ααT 的秩为：2.
取 A = E − ααT，A2 = A = (E − ααT )(E − ααT ) = E − ααT = A，即 A(E − A) = O，则r(A) + r(E −A) ⩾ 3,

r(A) + r(E −A) ⩽ 3.
所以 r(A) + r(E −A) = 3，又 r(E −A) = r(ααT ) = 1，即 r(E − ααT ) = 2.

或者：
(ααT )α = α ⇒ λ1 = 1,

r(ααT ) = 1.
⇒ ααT ∼


1

0

0

⇒ (E −ααT ) ∼


0

1

1

 .
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6 概率论与数理统计 wjl

6 概率论与数理统计
6.1 随机变量

1. 随机变量概率分布及其数字特征：
表 3: 一维随机变量概率分布及其数字特征

分布 概率密度/概率分布 均值 方差
泊松分布 P{X = k} =

λk

k!
e−λ(k = 0, 1, . . . ) EX = λ DX = λ

几何分布 P{X = k} = p(1− p)k−1(k = 1, 2, . . . ) EX =
1

p
DX =

1− p

p2

均匀分布 f(x) =


1

b− a
, a < x < b

0, else
EX =

a+ b

2
DX =

(b− a)2

12

指数分布 f(x) =

{
λe−λx, x ⩾ 0

0, x < 0
EX =

1

λ
DX =

1

λ2

正态分布 f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 EX = µ,E|X − µ| =
√

2

π
σ DX = σ2

1. 分布函数：F (x)是分布函数⇔F (x)是 x的单调不减、右连续函数，且 F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.

2. 若随机变量 X 分布函数 FX(x)严格单调增加，反函数 F−1
X (y)存在，则 Y = FX(X) ∼ U(0, 1).

3. 泊松定理：若X ∼ B(n, p)，当 n很大，p很小，λ = np适中时，可用泊松分布近似表示，即X ∼ P (λ).

4. 设 X 为离散型随机变量，分布律为 P{X = ai} = pi(i = 1, 2, . . . )，则数学期望 EX 存在的：
充分条件：

∞∑
n=1

a2npn收敛，必要条件：
∞∑

n=1

anpn收敛.

2. 二维正态分布：(X,Y )服从参数为 µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , ρ的二维正态分布，记为 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2;σ

2
1 , σ

2
2 ; ρ).

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[(
x− µ1

σ1

)2

− 2ρ

(
x− µ1

σ1

)(
y − µ2

σ2

)
+

(
y − µ2

σ2

)2
]}

.

24超越 1-22 (X1, X2) ∼ N,

Y1 = a1X1 + a2X2

Y2 = b1X1 + b2X2

，且
∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ ̸= 0 ⇒ (Y1, Y2) ∼ N .

3. 卷积公式：设 (X,Y ) ∼ f(x, y)

1）Z = X + Y 的概率密度函数为
fZ(z) =

ˆ +∞

−∞
f(x, z − x)dx

独立
=

ˆ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx.

2）Z = X − Y 的概率密度函数为
fZ(z) =

ˆ +∞

−∞
f(x, x− z)dx

独立
=

ˆ +∞

−∞
fX(x)fY (x− z)dx.

3）Z = XY 的概率密度函数为
fZ(z) =

ˆ +∞

−∞

1

|x|
f
(
x,

z

x

)
dx

独立
=

ˆ +∞

−∞

1

|y|
fX

(
z

y

)
fY (y)dy.

4）Z =
X

Y
的概率密度函数为

fZ(z) =

ˆ +∞

−∞
|y|f(yz, y)dy 独立=

ˆ +∞

−∞
|y|fX(yz)fY (y)dy.

max(X,Y ) = 1
2
(X + Y + |X − Y |), min(X,Y ) = 1

2
(X + Y − |X − Y |).
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6 概率论与数理统计 wjl 6.2 大数定理与中心极限定理

4. 切比雪夫不等式：设随机变量 X 的 EX 与 DX 均存在，则
∀ε > 0, P{|X − EX| ⩾ ε} ⩽ DX

ε2
或P{|X − EX| < ε} ⩾ 1− DX

ε2
.

设随机变量 X ∼ B(n, p), Y = eX − 2，则 EY = [(e− 1)p+ 1]n − 2.

EY =
n∑

k=0

(ek − 2) · Ck
np

k(1− p)n−k =
n∑

k=0

Ck
n(ep)

k(1− p)n−k − 2
n∑

k=0

Ck
np

k(1− p)n−k

= (ep+ 1− p)n − 2(p+ 1− p)n = (ep+ 1− p)n − 2 = [(e− 1)p+ 1]n − 2.

5. 相关系数：Y = aX + b : a > 0 ⇒ ρXY = 1, a < 0 ⇒ ρXY = −1.

独立和相关性的判断：
1. X,Y 独立⇒ X,Y 不相关，反之不；X,Y 相关⇒ X,Y 不独立。
2. (X,Y )服从二维正态分布，则 X,Y 独立⇔ X,Y 不相关。
3. X,Y 均服从 0− 1分布，则 X,Y 独立⇔ X,Y 不相关。

24超越 5-10设 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2;σ
2
1 , σ

2
2 ; ρ), U = X + Y, V = X − Y，U 与 V 独立的充要条件为 σ2

1 = σ2
2 .

(U, V )服从二维正态分布，则 U, V 独立⇔ U, V 不相关⇔ Cov(U, V ) = DX −DY = 0 ⇔ σ2
1 = σ2

2 .

6.2 大数定理与中心极限定理
中心极限定理：设Xi独立同分布于某一分布，期望、方差均存在，当 n → ∞时，

n∑
i=1

Xi服从正态分布，即

lim
n→∞

P


n∑

i=1

Xi − nµ

√
nσ

⩽ x

 = Φ(x).

6.3 统计量及其分布
1. χ2分布：若随机变量X1, X1, · · · , Xn相互独立，且都服从标准正态分布，则随机变量X =

n∑
i=1

X2
i 服从自

由度为 n的 χ2分布. P{χ2 > χ2
α(n)} = α,EX = n,DX = 2n.

常见分布的可加性：
1. 二项分布：X ∼ B(n, p), Y ∼ B(m, p) ⇒ X + Y ∼ B(n+m, p).

2. 泊松分布：X ∼ P (λ1), Y ∼ P (λ2) ⇒ X + Y ∼ P (λ1 + λ2).

3. 正态分布：X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2) ⇒ X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2).

4. χ2分布：X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m) ⇒ X + Y ∼ χ2(n+m).

2. t分布：设随机变量 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n)，X 与 Y 相互独立，则随机变量 t =
X√
Y /N

服从自由度为
n的 t分布. P{t > tα(n)} = α,Et = 0.

3. F 分布：设随机变量X ∼ χ2(n1), Y ∼ χ2(n2)，且X 与 Y 相互独立，则 F =
X/n1

Y /n2

服从自由度为 (n1, n2)

的 F 分布. P{F > Fα(n1, n2)} = α, F ∼ F (n1, n2) ⇒
1

F
∼ F (n2, n1)，若 t ∼ t(n)，则 t2 ∼ F (1, n).

4. 正态总体下的常用结论：设X1, X2, . . . , Xn是取自正态总体N(µ, σ2)的一个样本，X,S2分别是样本均值
和样本方差，X 与 S2相互独立，则
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X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
⇒

√
n(X − µ)

σ
∼ N(0, 1) ⇒ n(X − µ)2

σ2
∼ χ2(1),

n∑
i=1

(
Xi − µ

σ

)2

∼ χ2(n).

(n− 1)S2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi −X

σ

)2

∼ χ2(n− 1),

√
n(X − µ)

S
∼ t(n− 1) ⇒ n(X − µ)2

S2
∼ F (1, n− 1).

设 X1, X2为来自总体 X ∼ N(µ, σ2)的简单随机样本，(X1 +X2)
2与 (X1 +X2)

2相互独立：
X =

X1 +X2

2
, S2 = (X1 −

X1 +X2

2
)2 + (X2 −

X1 +X2

2
)2 =

(X1 −X2)
2

2
,

X 与 S2相互独立，故 (X1 +X2)
2与 (X1 +X2)

2相互独立。

6.4 参数估计与假设检验
1. 矩估计：
1）一个参数，用一阶矩建方程，令 X = EX，若一阶矩为 0，用二阶矩建方程，令 1

n

n∑
i=1

X2
i = E(X2).

2）两个参数，用一阶矩和二阶矩建立两个方程.
2. 最大似然估计：写似然函数 L(x1, x2, . . . , xn; θ) =

n∏
i=1

p(xi; θ)或 L(x1, x2, . . . , xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ).

1）若似然函数有驻点，令 dL

dθ
或 d lnL

dθ
= 0，解出 θ̂；2）若似然函数无驻点（单调），或为常数，用定义求 θ̂.

24超越 6-22 X 的概率密度为 f(x) =

bx, 0 ⩽ x < 1,

ax, 1 ⩽ x < 2.
测得样本观察值为 0.5, 0.8, 1.5, 1.5.则 a与 b的最

大似然估计为â =
1

3
, b̂ = 1.

´ +∞
−∞ f(x)dx = 1 ⇒ b = 2− 3a. L = 0.5b · 0.8b · (1.5a)2 ⇒ d lnL

da
=

2

a
− 6

2− 3a
= 0 ⇒ â =

1

3
, b̂ = 1.

3. 估计量的评价：
1）无偏性：Eθ̂ = θ；2）有效性：Eθ̂1 = θ, Eθ̂2 = θ，即均是无偏估计量，当Dθ̂1 < Dθ̂2 = θ时，θ̂1更有效.
3）一致性（相合性）： lim

n→∞
P{|θ̂ − θ| ⩾ ε} = 0或 lim

n→∞
P{|θ̂ − θ| < ε} = 1.

4. 区间估计：单个正态总体均值和方差的置信区间：设X ∼ N(µ, σ2)，从总体X 中抽取样本X1, X2, ..., Xn，
样本均值为 X，样本方差为 S2。

1）σ2已知，µ的置信水平是 1− α的置信区间为：
(
X − σ√

n
zα
2
, X + σ√

n
zα
2

)
.

2）σ2未知，µ的置信水平是 1− α的置信区间为：
(
X − S√

n
tα
2
(n− 1), X + S√

n
tα
2
(n− 1)

)
.

3）µ已知，σ2的置信水平是 1− α的置信区间为：
 n∑

i=1
(Xi−µ)2

χ2
α
2

(n)
,

n∑
i=1

(Xi−µ)2

χ2

1−
α
2

(n)

 .

4）µ未知，σ2的置信水平是 1− α的置信区间为：
(

(n−1)S2

χ2
α
2

(n−1)
, (n−1)S2

χ2

1−
α
2

(n−1)

)
.

5. 假设检验：正态总体下的六大检验及拒绝域：
1）σ2已知，µ未知，H0 : µ = µ0,H1 : µ ̸= µ0，拒绝域为

(
−∞, µ0 − σ√

n
zα
2

]
∪
[
µ0 +

σ√
n
zα
2
,+∞

)
.

2）σ2未知，µ未知，H0 : µ = µ0,H1 : µ ̸= µ0，拒绝域为
(
−∞, µ0 − S√

n
tα
2
(n− 1)

]
∪
[
µ0 +

S√
n
tα
2
(n− 1),+∞

)
.

3）σ2已知，µ未知，H0 : µ ⩽ µ0,H1 : µ > µ0，拒绝域为
[
µ0 +

σ√
n
zα,+∞

)
.

4）σ2已知，µ未知，H0 : µ ⩾ µ0,H1 : µ < µ0，拒绝域为
(
−∞, µ0 − σ√

n
zα

]
.

5）σ2未知，µ未知，H0 : µ ⩽ µ0,H1 : µ > µ0，拒绝域为
[
µ0 +

S√
n
tα(n− 1),+∞

)
.

6）σ2未知，µ未知，H0 : µ ⩾ µ0,H1 : µ < µ0，拒绝域为
(
−∞, µ0 − S√

n
tα(n− 1)

]
.

6. 两类错误：第一类错误（弃真）：α = P{拒绝H0|H0为真}；第二类错误（取伪）：β = P{接受H0|H0为假}.
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